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1. Âû÷èñëèòå
(1 + i)n

(1− i)n−2
(n ∈ N).

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
1 1− x 1 1 1
1 1 2− x 1 1
1 1 1 3− x 1
1 1 1 1 4− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

3. Áóäóò ëè ôóíêöèè sinx, cosx, tg x, secx ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà
èíòåðâàëå (−π/2, π/2)?

4. Êîîðäèíàòû (x, y) òî÷êè M ïîëîæèòåëüíû è óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâó x3 + y3 ≤ x − y. Äîêàæèòå, ÷òî M ëåæèò â êðóãå ðàäèóñà 1 ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

5. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíà íà [−π/2, π/2], ïðè÷åì
f(x)f(−x) = 1 ïðè âñåõ x ∈ [−π/2, π/2].

Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

I =

∫ π/2

−π/2

cosx

f(x) + 1
dx.

6. Ïóñòü

f(x) =

√
[x] +

√
{x}√

x
(x > 0)

([x] � öåëàÿ, à {x} = x− [x] � äðîáíàÿ ÷àñòè ÷èñëà x).
Âû÷èñëèòå sup{f(x) : x ∈ (0,∞)}.
7. ×èñëà a, b, c ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Êîîðäèíàòû òî÷åê A1, . . . , A6 ïî-

ëó÷àþòñÿ âñåâîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè ÷èñëåë a, b, c. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êè A1, . . . , A6 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ 4 ÷àñà

Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 10 áàëëîâ

Ïîëüçîâàòüñÿ èíòåðíåòîì íå ðàçðåøàåòñÿ



ÎÒÂÅÒÛ È ÓÊÀÇÀÍÈß Ê ÐÅØÅÍÈßÌ

1. Îòâåò: 2in−1.
2. Îòâåò: 0, 1, 2, 3.
3. Îòâåò: áóäóò. Óêàçàíèå. Â ðàâåíñòâå a sinx+b cosx+c tg x+d secx =

0 ïîëîæèòå ïîñëåäîâàòåëüíî x = 0, π/6, π/4, π/3.
4. Óêàçàíèå. Ïåðåéäèòå ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì.
5. Îòâåò: 1. Óêàçàíèå. Çàìåòüòå, ÷òî

I =

∫ π/2

−π/2

cosx

f(−x) + 1
dx.

Ïîýòîìó

2I =

∫ π/2

−π/2

cosx

f(x) + 1
dx+

∫ π/2

−π/2

cosx

f(−x) + 1
dx.

6. Îòâåò:
√

2. Óêàçàíèå. Åñëè n ∈ Z+, α ∈ (0, 1), òî

f(n+ α) =

√
n+
√
α√

n+ α
<
√

2.

Ïðè ýòîì limx→2−0 f(x) =
√

2.
7. Óêàçàíèå. Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷åê òàêîâû: A1(a, b, c), A2(b, c, a),

A3(c, a, b), A4(b, a, c), A5(a, c, b), A6(c, b, a). Òîãäà òî÷êè A1, . . . , A6 ëåæàò
â îäíîé ïëîñêîñòè.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷êàM((a+b+c)/3, (a+b+c)/3, (a+b+c)/3)
ÿâëÿåòñÿ îáùèì öåíòðîì òÿæåñòè òðåóãîëüíèêîâ ∆A1A2A3 è ∆A4A5A6.
Ïðè ýòîì ïðÿìàÿ MA4 ëåæèò â ïëîñêîñòè ∆A1A2A3, ïîñêîëüêó âåêòîð
MA4 îðòîãîíàëåí íîðìàëè A1A2×A1A3 ê ïëîñêîñòè ∆A1A2A3 (ñìåøàí-
íîå ïðîèçâåäåíèå (A1A2 A1A3 MA4) = 0). Òî æå âåðíî è äëÿ ïðÿìîé
MA5. Çíà÷èò, òî÷êè A1, . . . , A6 ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìàòðèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé, ïðîâåðÿåì, ÷òî ïðÿìûå A1A2, A3A4 è A5A6 ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ
â òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Çíà÷èò, òî÷êè A1, . . . , A6 ëåæàò â îäíîé ïëîñ-
êîñòè.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî òî÷êè A1, . . . , A6 ïðèíàäëåæàò ñôåðå ñ öåí-
òðîì O è ðàäèóñîì

√
a2 + b2 + c2.

2


